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Resume. On demontre un theoreme limite local pour les marches aleatoires aux plus proches 
voisins en environnement aleatoire stationnaire de conductances sur Z en s'affranchissant simul- 
tanement des deux hypotheses classiques d'uniforme ellipticite et d'independance sur les conduc- 
tances. Outre le theoreme limite central, on utilise pour cela des inegalites differentielles discretes 
du type « inegalites de Nash» associees avec la representation de Hausdorff des suites completement 
\ decroissantes. 



Abstract. We prove a local limit theorem for nearest neighbours random walks in stationary 
random environment of conductances on Z without using any of both classic assumptions of uniform 
ellipticity and independence on the conductances. Besides the central limit theorem, we use discrete 
differential inequalities of "Nash-type inequalities" associated with the Hausdorff 's representation 
of the completely decreasing sequences. 
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1. Le modele et la presentation des principaux resultats 

Depuis les annees 1980, une part importante de l'etude des milieux aleatoires concerne les 
marches aleatoires aux plus proches voisins en environnement aleatoire stationnaire de conductances 
sur Z d (dont notamment les marches aleatoires sur l'amas de percolation). Dans ce cadre particulier, 
^ \ les differences entre les modeles considered s'articulent essentiellement autour des trois modalites 

suivantes : 

- la dimension d, 

- le domaine des valeurs autorisees pour les conductances, 

- considerer une famine de conductances aleatoires stationnaire ergodique (environnement 
stationnaire) vs considerer le cas particulier d'une famine de conductances independantes 
et identiquement distributes (environnement i.i.d.). 

Par exemple, l'hypothese d'uniforme ellipticite, c'est-a-dire du fait que les conductances soient enca- 
drees par deux constantes strictement positives, permet l'utilisation de nombreux outils classiques 
dans l'etude des equations aux derivees partielles. 

Pour faire un historique succinct des travaux qui ont motive la presente etude, on peut citer par 
exemple [8] pour une vue d'ensemble des modeles de marches aleatoires en milieux aleatoires sur Z rf 
et la systematisation des techniques de martingales et d'« environnement vu de la particule» dans ce 



S3 



*. Universite de Brest, CNRS - UMR 6205, Laboratoire de Mathematiques de Bretagne Atlantique - 6, avenue Le 
Gorgeu, CS 93837, 29238 BREST cedex 3, France 



1 



contexte, p3], [H] et p7] pour l'etude de la recurrence sur l'amas de percolation et en environnement 
(de conductances) stationnaire non uniformement elliptique en dimension d ^ 1, [28] pour une etude 
de la variance asymptotique en environnement stationnaire non uniformement elliptique sur Z, |18] . 
|21j et |35] pour un theoreme limite central en environnement stationnaire uniformement elliptique 
en dimension d ^ 1, [21] , [22] . [23] . [24] . [26] . [30] et [34] pour des theoremes limites centraux et 
des principes d'invariance pour l'amas de percolation et en environnements i.i.d. non uniformement 
elliptiques en dimension d ^ 2, |14] pour des inegalites gaussiennes en environnement deterministe 
uniformement elliptique en dimension d ^ 1, [15], [20] et [19j pour des inegalites gaussiennes pour 
l'amas de percolation en dimension d ^ 2, [25], [31] et [32] pour des comportements singuliers du 
noyau de la chaleur en environnements i.i.d. non uniformement elliptiques en dimension d ^ 4, [27] 
pour un theoreme limite local pour l'amas de percolation en dimension d ^ 2. 



Precisons maintenant le modele dans le cas stationnaire non uniformement elliptique unidimen- 
sionnel consider e ici. 

On considere en tout premier lieu un systeme dynamique probabilise ergodique (f2, J 7 , fi, T), 
c'est-a-dire une mesure de probabilite n sur un espace mesurable (f2, F) et une transformation T 
de 0, inversible, bi- mesurable, preservant la probabilite \x et pour laquelle les ensembles invariants 
sont de mesure egale a ou a 1 (voir [6] par exemple). Alors, etant donnee une application mesurable 
c : — >}0, +oo[, on appelle conductance de l'arete (non orientee) {x, x+1} de Z dans 1' environnement 
oj le reel strictement positif c(x,x + l)(w) := c(T x u) (on pose aussi c(x + l,x)(w) := c(x, x + l)(w)). 
De la sorte, la famine de conductances (c(x,x + l)) X £Z constitue une suite de variables aleatoires 
stationnaire ergodique. 

Un environnement cu dans etant fixe, on s'interesse au comportement de la chaine de Markov 
(£n)n > o sur Z partant de xo G Z dont les probabilites de transition sont donnees par : 

c(x, x + l)(w) 

et 

c(x, x — 1)(oj) 
c{x)(u) 

ou Ton a pose c(x)(w) := c(x — l,x)(u) + c(x,x + l)(w), ceci pour tout x dans Z (P£ Q est la 
probabilite sous laquelle evolue, dans 1' environnement to, la chaine de Markov (S n ) n ^ o partant de 
xo). Notons que la chaine de Markov (S n ) n ^ o est reversible sur Z au sens ou : 

^[Sn = y] _F£[S n = x) 



n [S n+1 = x + 1 | S n = x] = v ^z. .( = : p(*> x + 1)M 



^o^+i = z - 1 I = re] = A =: p(x,x- l)(w) 



Vn G N , Vx, y G Z 



c(y) c(x) 



L'objet de cet article est de demontrer les trois resultats suivants qui prolongent le travail 
commence dans [29] . Ceux-ci donnent l'ordre de grandeur de la probabilite pour la marche partant 
de d'etre au temps n en pour le premier theoreme, en un point quelconque xq de Z pour le 
troisieme. 



Theoreme 1.1 On a, pour presque tout u dans f2, 



lim V2nP%[S 2n 

n—^+oo 



0] 



g(Q)M 



fcd.fi 





+oo 



si c et 1/c sont integrables 

si 1/c est integrable et si Jcd[i = +oo 
si J i dfi = +oo et si c est integrable 
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Theoreme 1.2 Si 1/c est integrable alors, pour presque tout uj dans 0, la suite 

( ft ^[S 2n = x] \ 
y In max | 

V xeB(o, v / 2n)n2Z c(x) 



' n > 

est bornee. 

Si, de plus, fcdu = +oo alors, pour presque tout w dans 0, 

lim v2n max u _ = . 

n-^+oo x&B(0,V2E)n2Z V c \ x ) J 

Theoreme 1.3 Si 1/c et c sont integrables alors on a, pour presque tout ui dans Q, pour tout xo 
dans 2Z, 



iiemargites 

- A posteriori (car cela n'apparait pas explicitement dans les preuves), le theoreme 1.1 doit 
pouvoir s'interpreter de la facon suivante : les grandes valeurs prises par c constituent des 
«pieges» pour la marche (S n ) n 3. o qui la «retiennent loin de 0» tandis que les grandes valeurs 
prises par 1/c sont des «barrieres» qui, au contraire, la «confinent» dans des voisinages de 0. 

- Dans le theoreme 1.1, le cas ou 1/c et c sont integrables est un cas particulier du theoreme 
1.3 ; le cas oil 1/c est integrable mais c ne l'est pas est un cas particulier du theoreme 1.2. 

- Ces theoremes constituent des « localisations » du theoreme limite central pour la marche 
(Sn)n ^ o- Sauf pour le cas oil 1/c n'est pas integrable, on les demontre a partir d'estimations 
du noyau de la chaleur associe a la marche (S n ) n ^ o qui resultent elles-memes d'inegalites 
differentielles discretes du type «inegalites de Nash» et de la representation de Hausdorff 
des suites completement decroissantes (voir la propriete 2.2 ci-dessous pour une definition 
des suites completement decroissantes). L'utilisation des idees de Nash (|3J) pour obtenir 
des estimations sur les probabilites de transition des processus de Markov reversibles est 
maintenant tres classique (voir [9] et [12] par exemple). La representation de Hausdorff des 
suites completement decroissantes comme suites de moments de lois sur [0, 1] (cf aussi le 
«probleme des moments ») est exposee dans [5] chapitre VII. Le theoreme limite central pour 
la marche (S n ) n ^ o est rappele ci-dessous. 

Theoreme 1.4 (Theoreme limite central (JE/, f2^ . JMj)) 

(1) Si c et 1/c sont integrables alors, pour presque tout uj dans Q, pour tous — oo ^ a < 
b < + oo, on a 



lim K 



a < —= ^ b 


= / 




J a 



rb 

k a (z) dz . 



avec 

kAz) ■= exp v^J et a := fed, fid, ■ 

(2) Si f cdu = +oo ou si f \d\x = +oo alors, pour presque tout ui dans Q, pour tous 
— oo ^ a < b ^ + oo avec a et b non nuls, on a 



lim P£ 

n— >+ac 



a < — p= < b 

n 



1 si e]a, b] 
sinon 
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Quelques remarques et notations supplementaires 

- Pour tout xq dans Z et pour tout reel r > 0, on note B(xo,r) Pensemble des elements x de 
Z tels que \x — xq\ < r. 

- On designe par .F(Z) l'ensemble des fonctions definies sur Z, a valeurs dans R et a support 
fini. 

- Dans la suite (sauf dans le paragraphe 2 ou il n'y a pas d'alea), tous les raisonnements sont 
faits presque surement en uj dans Q,. On omet systematiquement de mentionner les «cu». 

- Pour toute partie finie A de Z, on designe par c(A) le volume de A defini par : 

c(A) := ^c(x) . 

x&A 

- L'operateur de transition P sur Z de la marche {S n ) n ^ o est donne par : 

Pf(x) = f(x - l)p(x,x- 1) +f(x+ l)p(x,x + 1) , x G Z , / G J"(Z) . 
II preserve l'ensemble .F(Z). 

- On munit ^(Z) d'un produit scalaire et de la norme associee en posant pour f et g dans 
J-(Z) : 

(f,g):=Y J f(*)g(x)c(x) et ||/|| 2 :=(/,/) . 

La reversibilite de la marche (S n ) n ^ o s'exprime alors de maniere fonctionnelle comme 
suit : 

Vf,g€T(Z), (f,Pg) = (Pf,g). 
En particulier, (c(x)) x£ z est une mesure sur Z invariante sous Taction de P. 

Plan de V article Dans le paragraphe suivant, on etudie l'equation de la chaleur discrete associee a 
une chaine de Markov reversible et on remarque en particulier la « complete decroissance» au cours 
du temps de l'«energie» de la solution d'une telle equation. La representation de Hausdorff des 
suites completement decroissantes nous permet alors de majorer la difference entre deux valeurs 
successives de cette «energie». Cette majoration est exploitee dans les paragraphes 3 et 4. Deux 
inegalites gaussiennes ainsi que les cas degeneres du theoreme 1.1 sont obtenus dans le paragraphe 
3. Les theoremes 1.2 et 1.3 sont demontres dans le paragraphe 4 a la suite d'une etude de la 
regularite du noyau de la chaleur associe a (S n ) n ^ o- On termine par quelques remarques sur les 
cas multidimensionnels. 

2. Sur l'equation de la chaleur associee a une chaine de Markov reversible 

Dans ce paragraphe, on considere une probabilite de transition Q = (qij)ijeS sur un espace 
d'etats denombrable S et une mesure positive A = (Xiji^s sur <5 que Ton suppose reversible pour 
Q. On a done : 

Vi,jeS, \ i qi j = \ j q ji . 

On munit l'ensemble T(S) des fonctions definies sur S, a valeurs dans let a support fini, d'un 
produit scalaire et d'une norme en posant : 

(/,<?) :=E/«2(^ ^ H/ll 2 :=(/,/). 
ies 
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Pour simplifier la redaction et compte term des applications en vue, on suppose pour la suite 
que, pour tout element / de T(S), Qf est encore element de T(S). 
Un calcul elementaire utilisant la reversibilite de A pour Q montre que : 

Vf,g€?(S), (f,Qg) = (Qf,g) . 

La forme de Dirichlet associee a Q 2 et X est dennie par : 

£(f,9) :=^E (/W " /(•?')) (9(i)-9(j)) <$ A, , f,g€ T(S) , 



2 . s . 



oil Ton a note = 2^ fceiS le coefficient d'indice (i, j) de Q 2 . 

Le lemme suivant est l'analogue de la premiere formule de Green pour le laplacien discret I — Q 2 . 
Lemme 2.1 : Pour tout element / de J~(S), on a : 

£(fJ) = (f,(i-Q 2 )f) = \\f\\ 2 -\\Qf\\ 2 - 

En particulier, pour tout entier k ^ 0, on a : 

(/, (I-Q 2 ) k f)^0. 

Preuve L'argument est calculatoire. On a 

£(fj) = \ E (/« - /0')) 2 4? A * 

= ^E/w 2 (e^ 2) ) ^E/of (e^I - E /w/(^ 2) a, 

«e5 yes / jes \ies / i,jes 

= E/« 2 ^- E/w/w^a. 

en utilisant la reversibilite de A pour Q 2 . En utilisant la reversibilite de A pour Q, on obtient done : 

£(f, f) = E / (0 f /« - E / W «y 5 I A * = (/» ( J " 3 2 )/) = ll/ll 2 - IIQ/II 2 • 

Ainsi, toujours par reversibilite de A, il vient, pour k = 21 pair, 

(/, (/ - Q 2 ) k f) = ((/ - Q 2 //, (/ - Q 2 ) l f) > 
et, pour k = 21 + 1 impair, 

(/, (/ - Q 2 )V) = ((/ - Q 2 ) l f, (I - Q 2 ) ((I - Q 2 ) l f)) > o . 
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Etant donne / dans FiS), on considere a present la suite (f n ) n ^ o d'elements de J r (5) solution 
de V equation de la chaleur discrete (associee a Q et /) : 

fo = f , 

fn - fn+1 = {I ~ Q)fn , U^O . 

On a done, pour tout n ^ 0, f n = Q n f. 

Interessons-nous plus particulierement a la suite des «energies» (||Q n /|| 2 ) n > d'une telle solu- 
tion et, pour cela, introduisons la famille des suites de ses « differences successives» en notant, pour 
tout k ^ 0, 

ou Ton a pose A { °\f) := ||Q n /|| 2 , n > 0. 

La propriete suivante est elementaire mais elle joue un role determinant dans la suite. 
Propriete 2.2 Pour tout element / de T(S), la suite (HQ™,/!! 2 )™ ^ o est completement decroissante 



au sens ou : 



Vfc, n G N , A«(/)^0 



Preuve C'est une consequence du lemme 2.1 une fois verifie par recurrence sur k et en utilisant la 
reversibilite de A que 

V/c, n G N , AW(/) = (Q n f,(I-Q 2 ) k Q n f 



Corollaire 2.3 Pour tout element / de J r (5), il existe une mesure de probability borelienne Vf 
sur [0, 1] telle que : 

Vn^O, ||Q™/|| 2 = ||/|| 2 / x n d» f (x). 

J[o,i) 

Preuve C'est une application directe du theoreme de Hausdorff de representation des suites com- 
pletement decroissantes (voir par exemple [5] chapitre VII). 

Remarques 

- Si la quantite ||/|| 2 est non nulle alors la mesure de probabilite uj est unique. 

- Le theoreme de Hausdorff de representation des suites completement decroissantes ([2]) est 
a rapprocher du theoreme d'Herglotz de representation des suites de type positif (pQ) ; la 
premiere representation est donnee par la suite des moments d'une loi sur [0,1], la seconde 
par la transformed de Fourier d'une telle loi. 

- La theorie spectrale des operateurs symetriques dans les espaces de Hilbert permet d'obtenir 
cette meme representation de la suite (||Q n /|| 2 ) mais de maniere moins elementaire (voir [10] 
par exemple). 

Corollaire 2.4 Pour tout element / de J-(S), pour tout entier n ^ 0, on a : 

)2tijm|2 ||/-)2Ti+l jmi2 ^ n ™ \\r\nt\\1 



W n f\V - \\Q 2n+i f\\ 2 < {n - 1)w+1 \\Q n f\Y 
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Preuve En utilisant la representation de Hausdorff precedente, il vient : 

HQ 2n /ll 2 -||Q 2n+ 7ll 2 = Wft [ x 2n {i-x)dv f (x) 



< max {x n {\ - x)) (ll/ll 2 f x n dv f {x) 
xe[Q,i] \ 7[o,i] , 

(„ + l)n+l ^ ■ 



On suppose a present que, pour tout i dans S, \ est strictement positif. De plus, on particularise 
un element o de S. 

On definit le noyau de la chaleur (h n ) n ^ o («base en o » et) associe a la probabilite de transition 
Q comme etant la solution de l'equation de la chaleur discrete associee a Q et a la fonction ho donnee 
par : 

II vient, pour tout entier n ^ et pour tout i dans S, 

P l [X n = o] _ F D [X n = i] 



M») = Q n h (i) 



An A,' 



oil (X n ) ne ^ designe la chaine de Markov sur S de probabilite de transition Q partant de o (et 
evoluant sous la probabilite P G ). 

Le lemme suivant est tres classique. II permet notamment de reformuler le theoreme 1.1 en 
terme d'«energie» du noyau de la chaleur. 
Lemme 2.5 Pour tout entier n ^ 0, on a : 

2 F Q [X 2n = o] 
WKW = t = h 2n (o) . 

Preuve On a : 

2 



Soit, en utilisant la reversibilite de A, 



\h n f = ^o[x n = l ] p -^-°] 

ieS A ° 

J2 ieS K[X n = i] ¥ [X 2n = o | X n = i] _ F [X 2n = o] 



A A G 



3. Des inegalites gaussiennes et les cas degeneres 

On revient a present a la marche (S n ) n ^ o du paragraphe 1 (a environnement fixe). Les resultats 
du paragraphe precedent s'appliquent a l'operateur P et a la mesure reversible (c(a;))xez- Dans ce 
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contexte, la forme de Dirichlet associee a P 2 est donnee, pour tout / et g dans J~"(Z), par : 
£(f, <?) = £ (/(* - 1) - /(x + 1)) (g(x - 1) - + 1)) <x-l,xMx,x + l) 

(La quantite 

c{x — 1, x) c(x, x + 1) 1 



C (X) 7 \ X + 



1 i 1 



c(x— c(a;,x+l) 

est egale, comme il se doit, a la conductance d'un circuit electrique constitue de deux conductances 
c(x — l,x) et c(x,x + 1) disposees en serie.) 

On note encore (h n ) n ^ o le noyau de la chaleur associe a (S n ) n ^ o partant de : 



Vn^O, hn = P n ^I {0} ^ 



Commengons par constater la convergence vers de la suite (||^n|| 2 ) n > - 

Proposition 3.1 La marche (S n ) n ^ q est une chaine de Markov recurrente nulle. 
On a done en particulier la convergence : 

Um \\ hn f= lim P o[^n=Q] =Q 
n— >+oo n— >+oo c(0) 

Preuve Pour tout K dans N*, la probability pour {S n ) n ^ o d'atteindre {— K, K} avant de revenir 
en est donnee par la conductance effective entre et {— K, K} divisee par c(0) : 

1 / 1 1 \ 

+ 



c(0) \ V" 1 i v-A'-l i ) 

v / \ <L^x=-K c(x,x+l) l~ix=0 c(x,x+l) / 

([7]). Or, le theoreme de recurrence de Poincare (voir [6] par exemple) garantit les deux divergences : 

-1 +oo j 

—, — tt = +°° et — tt = +°° • 

z — ' c(x,x + l) ^— [c(x,x + l) 

x=—oo v ' x=0 

On en deduit la recurrence de (S n ) n ^ o- La recurrence nulle de (S n ) n ^ o resulte alors de ce que 
(c(x)) X £%, est une mesure sur Z P-invariante de masse totale infmie (toujours d'apres le theoreme 
de recurrence de Poincare). 

La convergence de la suite (Pol^n = 0]) n ^o vers es ^ une consequence de cette recurrence 
nulle comme il est expose par exemple dans [11] p. 214. 

• 

Le theoreme suivant donne un minorant (asymptotique) de la suite (yjn \\h n \\ 2 ^ n > Q . 
Theoreme 3.2 Si c est integrable alors 



liminf y/n \\h n \\ ^ — 



2^ 1 



n— >+oo 



13 V j cd/i 

En particulier, si c est integrable et si f \d[i = +oo alors 

lim V^ll^nll 2 = +oo . 
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Preuve On exploite le fait que, typiquement, jusqu'a l'instant n, la marche (S n ) n ^ o «evolue» dans 
un voisinage de de longueur d'ordre y/n. 

Pour tout 8 > et pour tout entier n ^ 1, on a, en utilisant l'inegalite de Cauchy-Schwarz : 



Ainsi, 



MSn = X] 



c[x) 



xeB(0,S^/n) 

c{B(0,8^)) Y h n( x ^( 



X) . 



xeB(0,S^/n) 



Vn\\K\\ 2 > \fn Y h n( x ) c{x) 

x£B(0,8^n) 



28y/H 



28 c(B(0,5y/n)) 

1 28^n 
28 c{B(0,5^Ti)) 



K xeB(0,S^n) 



< 8 



On applique a present le theoreme ergodique ponctuel de Birkhoff a c (voir [6] par exemple) et 
le theoreme limite central (theoreme 1.4 ci-dessus) en distinguant selon que 1/c est integrable ou 
non. 

-Si f - d[i = +oo alors, pour tout 8 > 0, 

liminf y/n \\h n \\ 2 ^ — }_ ; 

n^+oo ZO J Cdfi 

ce qui donne, en passant a la limite 8 — > + , la convergence : 

lim ^/n\\h n \\ 2 = +oo . 

n— »+oo 

- Si 1/c est integrable alors il vient, pour tout 8 > et avec les notations du theoreme 1.4, 



1 1 

liminf ^fn ||/i„|| 2 ^ — , - 
n-^+oc 2d J cdfi 



S \ 2 

k a (z) dz 



Soit encore : 



liminf \fn ||/i n || 2 *S 



1 1 a 



S/a 



4tt a J cdfi 8 \ J_$ 1 a ^ \ 2 ' 



n— >+oo 

En prenant par exemple 8 = cr, on obtient par une minoration grossiere : 



liminf \fn ||/i n || 2 ^ 



i .//^M > i.//id/i 



n— >+oo 



7TC 



y/2 V J cdfi 13 y fcd[i 



On s'interesse a present a la majoration de la suite (\/n ||/in|| 2 ) 



n ^ 0' 
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Theoreme 3.3 Si l/c est integrable alors 



/-nu 112 / 1 // \ d » 
hrnsupV" \\K\\ ^ o\ r-j • 
n^+oo 3 y J cd^i 

En particulier, si l/c est integrable et si fcdfj, = +oo alors 

lim \fn ||/i ra || 2 = . 



Preuve Pour tout n ^ 1, pour tout K ^ 1, on considere un element xo dans -B(0, AT) n 2Z tel que 

h 2n (x ) = mm{h 2n (x) \ x G B(0, K) n 2Z} . 

II vient : 

/i2n(a:o) < ^ =t-t ^2 h 2n (x)c(x) < = — ■ . 

2^xeB(0,K)n2Z c \ x ) xeB (p^ n2 % 2-,seB(0,JOn2Z C W 

Ainsi, on obtient, avec par exemple xq = 21q + 2 et Iq ^ 0, 

K ||2 1 

Y,xeB(o,K)r\2Z c ( x ) 

< ^2n(0) - /l2n(^o) 



to 

J2\h2n(2l)-h 2n (2l + 2)\ 

1=0 



A 1 1 

* \ ^ c(2Z, 2/ + 1) + c(2l + 1, 2/ + 2) ' 

en utilisant l'inegalite triangulaire puis l'inegalite de Cauchy-Schwarz. Ainsi, compte tenu de I 
pression de la forme de Dirichlet associee a P 2 et du lemme 2.1, il vient : 



|| M 2 1 

J2xeB(o,K)n2Z c ( x ) 

/K-l 1 \V2 

< V£(h 2n ,h 2n ) (J^ c(a . x + 1) J 

K-l , \ V2 



Le corollaire 2.4 assure alors que 

IIM2 " E« e B(o,in2Z^) ^ \/^Tiy^ IKI1 [|^(x,x + l)) (1) 
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Pour tout entier n assez grand, on definit a present K{n) 1 par la relation 

\h, 



a;eB(0,K(n)-l)n2Z " n " x£B(0,K (n))n2Z 



Remarquons que la proposition 3.1 garantit que lim n _s. +00 if (n) = +00. 
II vient d'apres ([T]) et la seconde inegalite de (J2J) : 



n 11, 

\h r . 



Y (n+l)^ 1 11 n " 

> o K E "7 TT\ 

3 I ^— ' c[x, x + 1 

_ V2 IM|2 ^T'^" 1/2 

3 11 n " \ 2K(n) ^ c(x,x + l) 

\ y > x=-K(n) y ' ' 



X 



l^x£B(0,K(n)-l)n2Z C \ X > \ 



K{n) I 

ce qui donne en utilisant cette fois la premiere inegalite de ([2]) : 



x£B(0,K(n)~l)r\21, 



rv 



y (n + i) n+1 " /ln " 

AT / 1 ^W" 1 1 V V2 /V rM\ 1/2 /HA l|2\l/2 



3 " " I 2K(n) ^ c(x,x + l) \ Kin 

\ v ' x=-K(n) y ' ; ' x 



On acheve la preuve du theoreme 3.3 en divisant par ||/i n ||/\/n et en appliquant a 1/c et a c le 
theoreme ergodique ponctuel de Birkhoff. 



4. Un theoreme limite local non degenere 

On commence par etudier la regularite du noyau de la chaleur. 

Theoreme 4.1 Si 1/c est integrable alors, pour tout x$ dans Z, il existe un reel C > (fonction 
de l'environnement et de xq) tel que, pour tout 5 > 0, pour tout entier n ^ 1, on a : 



max \h 2n {x) - h 2n (xo)\ < C — f= 

x£B(x ,8V2n)n2Z V n 



De plus, si J cdjJL = +00 alors 



lim \phi max |/i2n(^) — ^2n(^o)| = . 

'<-»+°o xeB(x ,v / 2n)n2Z 



Preuve Compte tenu de la stationnarite de l'environnement, il suffit de considerer le cas xq = 0, 
ce que Ton fait dans la suite. 
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Pour tout 5 > 0, pour tout entier n ^ 1, pour tout x dans B(0, <5\/2ra) n 2Z, on a, en procedant 
comme dans la preuve du theoreme 3.3, 

1/2 



\h 2n (x) - h 2n (o)\ ^ J , w \\K\\ 



(ra + l)^ 1 11 n " \ c(z,z + l) 

\zeB(0,<5 v / 2^)n2Z 

Le theoreme 3.3 et le theoreme ergodique ponctuel de Birkhoff applique a 1/c permettent done de 
conclure. 

Remarques 

- Dans l'approche classique de Moser ([!]), un tel resultat de regularity se deduit d'inegalites 
du type «inegalites de Harnack paraboliques» (voir |14j et [27j pour des applications de cette 
methode dans le cas d'espaces discrets). En utilisant les inegalites gaussiennes du paragraphe 
precedent, on est ici plus proche des idees de Nash ([3]). 

- Le theoreme 1.2 est maintenant une consequence facile des theoreme 3.3 et 4.1 compte tenu 
de l'inegalite triangulaire : 

h2n{x) ^ \h 2n (x) - h 2n (0)\ + h 2n (0) = \h 2n (x) - h 2n (0)\ + \\h n \\ 2 . 



Preuve du theoreme 1.3 On procede comme dans |27j . 
Pour tout 5 > 0, pour tout n ^ 1, on a : 



F [S 2n = x ] 
c(x ) 



1 



1 f _ ( f cd[i f \ d/j, 2 
- dfi / cd[i exp xq 



'2nh 2n [xQ) / cdfi h 2n (x ) 



+ 



1 



E 



1 



,) Z_ h 2n ( X0 )c{x) - j: Yj 

xeB(x ,8V2n)n 2 Z x£B(x ,SV2n 

^ 2 r x o+$ 

+ 1 F [S 2n £B(x ,SV2^)]-- / k a (z)dz 
d Jxo-S 

rxo+S 

+ - I k a (z)dz -2k a (xo) , 



h 2n (x) c(x) 



S 



xo-S 



ou l'on a repris les notations du theoreme 1.4. 
Ainsi, 



P [S 2n = x ] 



c(x ) 



cdfi 



1 



- d[i J cdfi exp I xq 



< V2nh 2n {xo) 
1 



cdfj, 



c(B(x ,5V2n)D2 



+ — max 

x&B(x ,8V2n)r\ 2 Z 



i\h 2n (x ) - h 2n (x)\) c (b(x , 5V2~n) n 2Z)) 



(3) 
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~0 



1 



%l &BM 



26 



2n 

XQ + S 



xq+5 

k a (z) dz 

xq—6 



x -8 



+ 2 — / \k a (z)-k a (x )\dz) . (4) 



Un reel e > etant donne, on peut fixer 5 > assez petit de maniere a majorer les expressions 
([3]) et (jl]) par e. Pour cela, on utilise le theoreme 4.1, le theoreme ergodique ponctuel de Birkhoff 
applique a c et la continuity de z H- k a (z) en xq. On conclut alors en passant a la limite superieure 
en n et en utilisant a nouveau le theoreme ergodique ponctuel de Birkhoff applique a c, le theoreme 
3.3 et la stationnarite de l'environnement (pour justifier que la suite (V2nh2n(%o))n > o est bornee), 
et le theoreme limite central. 



Quelques remarques concernant les dimensions superieures 

Compte tenu de la preuve du theoreme 1.3, on voit que pour en obtenir une version ci-dimensionnelle 
avec, pour simplifier, xo = 0, il suffit que les trois proprietes suivantes soient satisfaites : 

(i) La marche (S n ) n ^ o satisfait un theoreme limite central avec matrice de covariance 
non degeneree. 

(ii) La suite (n d ' 2 Po[52 n = 0]) n ^ o est bornee. 
(hi) On a 

liminf max I n d/2 ^ |^2n(0) ~ h 2 n(x)\ c(x) J = 

\ x£B(SV2n) / 

avec 

B(5^/2n) :=\x = (x u x 2 ,.. .,x d )eZ d \ ^Txj < 2nd 2 et ^T Xi G 2Z I . 

I i=l i=l J 

Ces trois conditions sont verifiees dans le cas d'un environnement stationnaire uniformement 
elliptique de conductances en dimension d ^ 1 ([H], [H], [21], [35]) et pour l'amas de percolation 
en dimension d ^ 2 ([27]). En environnement i.i.d. non uniformement elliptique en dimension d ^ 2, 
la condition (i) est satisfaite, tout au moins en temps continu, lorsque les conductances sont inte- 
grables et que la probabilite pour une conductance d'etre strictement positive depasse strictement 
le seuil critique de percolation (|34|). En environnement i.i.d. et meme dans le cas de conductances 
uniformement majorees, la condition (ii) ci-dessus peut ne pas etre satisfaite en dimension d ^ 4 

(BSD- 
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